
Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Àëãîðèòì:

input: 3 6 p�ïðîñòîå, 1 6 a < p
output: 1 6 x < p òàêîé, ÷òî x2 = a èëè −1, åñëè @x

1. Åñëè a
p−1
2 6= 1 âåðíóòü x = −1

2. Ïîêà êîðåíü íå íàéäåí:
3. i := random [1..p− 1]

4. T (x) := (x+ i)
p−1
2 − 1 mod (x2 − a) = b · x+ c (ìíîãî÷ëåíû îò x)

5. Åñëè b 6= 0, òî âåðíóòü x = c · b−1 = c · bp−2

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè:

1. Ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ó êàæäîãî ÷èñëà îò 1 äî p− 1 èëè íåò êîðíåé,
èëè ðîâíî äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ.
Ïóñòü a2 = b2 mod p⇒ (a− b)(a+ b) = 0 mod p⇒ a = b ∨ a = −b

2.
√
1 mod p = ±1

3. Âñåãî êâàäðàòîâ p − 1: 12, 22, . . . , (p − 1)2 ⇒ êîðíåé âñåãî òîæå p − 1.
Ó êàæäîãî ÷èñëà 2 èëè 0 êîðíåé ⇒ êâàäðàòíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p
ñóùåñòâóåò ðîâíî ó p−1

2 ÷èñåë îò 1 äî p− 1.
4. Ãðóïïà íåíóëåâûõ îñòàòêîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ öèêëè÷íà. Èíà÷å

ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ, òàêîå z : z0, z1, . . . , zp−2 �ðàçëè÷íûå
÷èñëà îò 1 äî p− 1. Äîê-âî ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé: ïóñòü da �
ïîðÿäîê a, da = x, db = y ⇒ dab = lcm(x, y). Åñëè lcm âñåõ ðàâíî t, òî
ìû èìååì óðàâíåíèå xt = 1 ñ p− 1 ðåøåíèÿìè, çíà÷èò, t ≥ p− 1

5. Äëÿ ëþáîãî x = 1 . . . p−1 ∃t : zt = p. Åñëè t ÷åòíî, òî x
p−1
2 = (z

t
2 )p−1 = 1,

èíà÷å x
p−1
2 = (z

t−1
2 )p−1 · z

p−1
2 = −1 (ò.ê. z

p−1
2 �êîðåíü èç 1).

6. a
p−1
2 =

√
1 = ±1. Ïóñòü ∃x : x2 = a, òîãäà a

p−1
2 = xp−1 = 1. Òàêèõ a,

÷òî a
p−1
2 = −1, ðîâíî p−1

2 . Êâàäðàòíûé êîðåíü íå ñóùåñòâóåò ðîâíî

äëÿ p−1
2 ÷èñåë. Çíà÷èò, äëÿ âñåõ a :

(
a
p

)
= a

p−1
2 = 1 êâàäðàòíûé êîðåíü

ñóùåñòâóåò (ñèìâîë Ëåæàíäðà ðàâåí 1).
7. Ñàìîå èíòåðåñíîå:

Ïóñòü z2 = a mod p. Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Q(x) = x2 − a ÿâëÿþòñÿ z

è −z. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí îò x ïî ìîäóëþ p : P (x) = (x+ i)
p−1
2 − 1.

Êîðíÿìè åãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà âèäà z− i, ãäå z �êâàäðàòè÷íûé âû÷åò.
Çäåñü i�ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî (ñì. àëãîðèòì). Åñëè ðîâíî îäíî èç
äâóõ ÷èñåë z è −z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x), òî T (x) = P (x)
mod Q(x) = x±z. Åñëè è z, è −z ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè P (x), òî T (x) = 0.
Åñëè îáà íå ÿâëÿþòñÿ, òî T (x) = const 6= 0.

Îöåíêà ñëîæíîñòè:

1. Ïðàâèëüíîå i ìû âûáèðàåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2 .

1



2. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè: x2 = (−x)2 = a, íàì íóæíî òàêîå i, ÷òî

(ñèìâîë Ëåæàíäðà)
(
x+i
p

)
6=

(−x+i
p

)
. Çíà÷èò, ÷òî

(
(x+i)/(x−i)

p

)
= −1.

x+i
x−i = x+j

x−j ⇔ (x + i)(x − j) = (x + j)(x − i) ⇔ x2 + ix − jx − ij =

x2 − ix + jx − ij ⇔ 2ix = 2jx ⇔ i = j, çíà÷èò i →
(
(x+i)/(x−i)

p

)
�

áèåêöèÿ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x. Ïîñêîëüêó íå âû÷åòîâ ðîâíî
ïîëîâèíà âñåõ ÷èñåë, âåðîÿòíîñòü âûáîðà óäà÷íîãî i ðàâíà 1

2 .
3. T (x) ìû âû÷èñëÿåì áûñòðûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü çà O(log p).
4. bp−2 ìû òàêæå âû÷èñëÿåì áûñòðûì âîçâåäåíèåì â ñòåïåíü çà O(log p).
Âûâîä: ìàòîæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû = O(log p).
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